8 Mehrdimensionale Analysis

In diesem Kapitel behandeln wir Funktionen in mehreren Verdnderlichen, speziell den
Fall zweier Variablen.

Wir werden hier die Grundlagen der mehrdimensionalen Kurvendiskussion
kennenlernen.

8.1 Wiederholung Teil 1

Satz 8.1. Im Falle einer linearen Funktion (Geraden) y = mx + b berechnet sich die
Steigung m durch den Differenzenquotienten (vgl. 6.1)

o Yamr _ Ay
Xy —Xx, Ax

Wir sehen, dass die Steigung iiberall konstant ist.

Feststellung:

Fiir eine lineare Funktion ist ,,Steigung “ eine globale Eigenschaft.

8.2 Wiederholung Teil 2

Satz 8.2. Im Falle einer beliebigen Funktion y = f(x) berechnet sich die Steigung
f'(x) durch den Differentialquotienten (vgl. 6.2) an der Stelle xy:

Pl = lim 2O SO0 St M)~ fxg) ) Ay Ay
0 X X0 X — Xq Ax—0 Ax Ax—0 Ax dx

Wir sehen, dass die Steigung nun von der betrachteten Stelle xy abhdingig ist.
Feststellung:

Fiir eine beliebige Funktion f(x) ist ,,Steigung“ eine lokale Eigenschafft.
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8.2.1 Funktion von zwei Verinderlichen
. Betrachten wir nun den Graphen einer Funktion in zwei Variablen.
Wir erhalten eine Fldche im dreidimensionalen Raum.

Wir wollen uns den Spezialfall eines sogenannten ,,Dreikant-Prismas* nidher ansehen.

Abbildung 41: Dreikant-Prisma (Satteldach)

Wir betrachten nun also die Steigung auf einem Dach in einem festen Punkt (xg, yo).

. Stellen wir uns nun vor, ein Dachdecker bewegt sich parallel zur Dachrinne:

Abbildung 42: Bewegung entlang der Dachrinne

Dann ist die Steigung (in die schwarze Richtung) gleich Null.

. Nun bewegt sich der Dachdecker auf dem direkten Weg zum First:

Abbildung 43: Bewegung zum Dachfirst

Dann ist die Steigung (in die rote Richtung) maximal.
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. Nun bewegt sich der Dachdecker beliebig auf dem Dach:

Abbildung 44: Bewegung in beliebiger Richtung

Dann ist die Steigung (in die blaue Richtung) irgendwo dazwischen.

Natiirlich kann sich der Dachdecker auch nach unten bewegen, dann ist die Steigung
negativ.

Feststellung:

Die Steigung ist nun nicht mehr nur von der betrachteten Stelle abhingig, sondern
zusétzlich noch von der Bewegungsrichtung.

. Wir wollen nun aus der bekannten Formel der ersten Ableitung einer Funktion f(x)
eine Formel fiir eine Funktion f(x,y) herstellen.

Betrachten wir noch einmal die Formel fiir die Steigung f”(x) an der Stelle xo:

S(xo + Ax) = f(x0)
Ax

4 = 1'
f (XO) A)ch—I>10

Durch Erweiterung auf eine zweite Variable y hdtten wir gerne folgendes Ergebnis

Sf(xo + Ax, yo + Ay) — f(x0,Y0)
(Ax, Ay)

, .
X0, = lim

1" (x0,¥0) Jlim
Ay—0

. Der Zihler dieses Terms ist unproblematisch, jedoch bereitet der Nenner groflen
Arger, denn durch ,,Zahlenpaare* (Ax, Ay) kann man nicht dividieren.

Dabher ist der vorstehende Term nicht definiert.

Wir umgehen dieses Problem dadurch, in dem wir eine ceteris paribus-Betrachtung
durchfiihren, d. h.

wir dividieren entweder durch Ax oder durch Ay.
Das bedeutet, dass wir - unter Konstanthaltung aller iibrigen Gréfen - immer nur

eine einzige Grofe variieren.
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8.2.2 Ableitung von Konstanten

. Bitte erinnern Sie sich daran, wie sich konstante Terme beim Differenzieren verhal-
ten.

(i) Konstante Summanden ergeben beim Differenzieren Null.

(ii) Konstante Faktoren bleiben beim Differenzieren erhalten axoregen.

Bei der Differenzierung von Funktionen in mehreren Verdnderlichen wenden wir nun
die bekannten Ableitungsregeln an und beachten das oben genannte Verhalten fiir alle
iibrigen Variablen, nach denen nicht differenziert wird.

8.3 partielle Ableitungen erster Ordnung

Definition 8.3. Sei f: Dy — R, (x,y) = f(x,y) eine Funktion in zwei Verdnderlichen
und sei (xg, yo) € Dy.

Dann definieren wir:

(i) erste partielle Ableitung von f(x,y) in Richtung x:

, o S0+ Ax,yo) = f(x0,y0) _ Of(x0,Y0)
fexy) = Al/]\—TO Ax - Ox

(ii) erste partielle Ableitung von f(x,y) in Richtung y:

J(x0,y0 + AY) = (X0, Y0) _ 01 (x0,y0)

] = 1
£ ey A;TO Ay ay

8.3.1 Bemerkung zur Notation

. Die Notation mit dem Symbol 9 wird héufig auch als ,,Del* (Achtung: nicht Delta)
gelesen.

Sie ist analog zur LEIBNIZschen Notation g—i aufgebaut.
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Die Reihenfolge der Faktoren im Nenner bei LEIBNIZ, genau so wie diejenige der
Indizes in der NEWTONschen Notation gibt die an, in welcher Reihenfolge die Diffe-
rentiation der Funktion stattfindet.

Diese ersten partiellen Ableitungen einer Funktion fasst man nun zu einem Objekt
zusammen:

8.4 Gradient

Definition 8.4. Sei f: Dy — R, (x,y) = f(x,y) eine Funktion in zwei Verdnderlichen
und sei (xg, yo) € Dy.

Dann definieren wir:

grad f(x0.30) = (?ggjﬁgg) = V(x0.30)

heiB3t Gradient (oder Gradientenvektor) der Funktion f(x,y) an der Stelle (xg, yo).

Er gibt die Richtung des steilsten Anstiegs der Funktion in der Stelle (xo, yo) an.

Die Notation V f(xo,ys) wird als ,,Nabla f(xo, vo)“ gelesen. 20

8.4.1 Ubung zu ersten partiellen Ableitungen

Ubung zu ersten partiellen Ableitungen

Bestimmen Sie die ersten partiellen Ableitungen der folgenden Funktionen:

(@) flry) =2+ () feuy)=a-x"-y* @iii) f(xr,y) =2 +3x%y +x% +6°
mita,b,c €R

, f; (x,y) = 3x% + 6xy + y2
, x40 fe(x,y) =aq-b-x"! )¢
pm fap = ey £p =30 420 187
£ xy) =043y e :

vi) flx,y)=e®
2
v) fony=x-e W fxen = 55

,
Xy)=y-ew
f' (%) = 2)’5:’:1()')7):2-0 fx( =)
fexy) =322 e e (sin(»)? ) -
£y =x-e"

SN 3y sy = Osin-2Zcosy)
fy=x e 1y (%) e

20Das Symbol V wurde 1867 durch William Rowan HAMILTON (1805-1865) erstmalig verwendet. Die
Bezeichnung Nabla wurde 1870 William Robertson Smith (1846-1894) eingefiihrt.
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8.4.2 Bemerkung
. Sie sehen, dass die bekannten Ableitungsregeln weiterhin gelten (vgl. 6.4).

Wir wollen nun zu den Anwendungen der Ableitungen in der mehrdimensionalen
Theorie kommen.

Zunichst erinnern wir uns an das ,,notwendige Kriterium fiir Extremstellen® (vgl. 6.7):
Sei f: Dy — R, x — f(x) eine differenzierbare Funktion und sei xo € Dy.

Besitzt die Funktion f(x) in xo € Dy ein Maximum oder ein Minimum, so gilt:

f'(x0) =0
. Was bedeutet dies f’(xp) = 0 geometrisch ?

Sie erinnern sich hoffentlich, dass dies bedeutet, dass an der Stelle x; eine waagerechte
Tangente an den Graphen der Funktion anliegt.

Im Falle einer Funktion in zwei (oder mehr) Variablen reicht die waagerechte Tangente
jedoch nicht mehr als notwendige Voraussetzung fiir ein Extremum aus.

Im Zweidimensionalen muss an einer solchen Extremalstelle nunmehr eine waagerech-
te Tangentialebene existieren.

Dies wiederum ist jedoch gleichbedeutend damit, dass die ersten partiellen Ableitungen
sowohl in Richtung x als auch in Richtung y verschwinden.
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8.5 Notwendige Bedingung fiir Extremum

Satz 8.5. Sei f: Dy — R,(x,y) = f(x,y) eine Funktion in zwei Verinderlichen und
sei (xo,y0) € Dy.

Falls die Funktion f(x,y) inder Stelle (xy,yo) ein Maximum oder ein Minimum besitzt,
so gilt:

(i) f;(xo,yo) =0 oder alternativ:

., ~ [ fulxo,y0)\ _ (O
und grad f(xo,yo0) = V.f(x0,y0) = (f;(xo,yo)) - (O)
(ii) f,(x0,y0) =0

Beachten Sie, dass diese Bedingung notwendig,

aber nicht hinreichend fiir das Vorliegen eines Extremums ist.

8.6 Kkritische Stelle

Definition 8.6. Sei f: Dy — R, (x,y) = f(x,y) eine Funktion in zwei Verdnderlichen
und sei (xo,y0) € Dy.

Dann definieren wir:
Eine Stelle (xg,yp) mit

fe(x0,50) =0 und f;(x0,y0) = 0
heift kritische Stelle der Funktion.

8.6.1 Bemerkung

. Wir benétigen nun ein hinreichendes Kriterium, um die Existenz eines Extremums
an der Stelle (xo,yo) nachzuweisen.

Aus der eindimensionalen Theorie kennen Sie ein Kriterium, um mit Hilfe der zweiten
Ableitung die Existenz und den Typ des Extremums zu bestimmen.

Dies wollen wir in die zweidimensionale Theorie iibertragen.
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Dazu benétigen wir ein Analogon zur ,,zweiten Ableitung* aus der eindimensionalen
Theorie.

Wie war im Eindimensionalen die ,,zweite Ableitung* definiert?

Nun, einfach als ,,Ableitung der ersten Ableitung* (vgl. 6.10).

. Da nun fiir Funktionen in zwei Verédnderlichen nicht mehr ,,die* erste Ableitung son-
dern zwei ,.erste partielle” Ableitungen existieren, erhoht sich die Anzahl der zweiten
(partiellen) Ableitungen auf vier.

Denn jede der ersten partiellen Ableitungen muss wieder nach x und nach y differen-
ziert werden.

Damit erhalten wir:
8.7 partielle Ableitungen zweiter Ordnung

Definition 8.7. Sei f: Dy — R, (x,y) = f(x,y) eine Funktion in zwei Verinderlichen.

Dann definieren wir:

zweite partielle Ableitung in Richtung x — x:

. L e
&@wﬂmMm=;%£

zweite partielle Ableitung in Richtung y — x:

P f(x,y)

froey = £yl = i

&9

zweite partielle Ableitung in Richtung x — y:

” _ , - 82f()€,y)
fx}'(x’y) - [fx(x’y)]y = Tay

zweite partielle Ableitung in Richtung y — y:

& f(x,y)

f;;,(x, y) = [ﬂ (x, )’)]_; = 3y



8.7.1 Ubung zu zweiten partiellen Ableitungen

Bestimmen Sie die zweiten partiellen Ableitungen:

() floy) =27 +y
fl06y) =2x+0 - faley =2 falxy) =0
fi(6y) = 0+3y? = ey =0 fa(x,y) = 6y
Bestimmen Sie die zweiten partiellen Ableitungen:

(i) f(x,y)=a-x"-y mita,b,ceR
fiy)=a-b-x ey > fey)=a-b-b-1)-7 0 fiy) =a-boco by
fey)=a-coxb .y = fay =acbecoatlye @y =a-c-(c=1)-2 52
Bestimmen Sie die zweiten partiellen Ableitungen:

(i) f(xy) = 2 + 322y + 5% + 63
fe(x,y) =327+ 6xy +3? S falxy) = 6x+ 6y fon(y) = 6x+2y
£ () =327 + 2xy + 18y > fuey)=6x+2y F(6,y) = 2x + 36y
Bestimmen Sie die zweiten partiellen Ableitungen:

(iv) fy=x ¢

Loy =322 e - Foelx,y) = 6x- ¢ faxy) =322 ¢

fleyn=2-e¢ > fhaxy =32 foy) =2
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Bestimmen Sie die zweiten partiellen Ableitungen:

W) [y =i

4 _ 2xsin(y) _ 2.x " N2 " N —2-x-cos(y)
fexy) = (sin(y)2 — sin(y) - Sl y) = sin(y) Jo(y) = (sin(y))?
’ _ =x2cos(y) - f” (x,y) = ’z'j‘""“%") ” _ x2(sin())? + 222 (cos())?
Sy = o) ¥x (sin(y)) Sy = e B
" (=52 cosly - i) = (32 - cost) - [Gint) Py
Fyy(ey) = - :
(sin(y))y
_ L2 sinO)] - (sin))? ~ (=% - cos(y) - [2- sin(y) - cosy)]
(sin(y)*
_ 22 (sin))> + 222 - (cos()? - sin(y) _ 22 (sin))? + 2+ x2 - (cos())?
(siny)4 (sin(y))3
Bestimmen Sie die zweiten partiellen Ableitungen:
(vi) flx,y) =e™
’ . ’” - ! .y
fixy) =y e = fauy =ye™ foy) =1 +x-y)- e
fioy) = x-e? 7 ey =dtxey) et Fu(y) = 2% e
” ot ” !
Loty =y el S0y = [x- €],
’ .y ¢y’ ’ .y Xy,
=Dl e+ y-[e], =[x e+ x-[e7],
=1 +y-x-e =1-&" + x-y- v
=(1+x-y)-e7 =(l+x-y) e~

8.7.2 Bemerkung

. Thnen ist sicherlich aufgefallen, dass in allen Beispielen zwei der berechneten zwei-
ten partiellen Ableitungen, némlich £, (x,y) und f; (x,y) iibereinstimmen.

Ist das immer der Fall?
Nein. Nicht immer, aber sehr oft.

Genaue Auskunft gibt uns der nachfolgende Satz.
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8.8 Satz von H. A. SCHWARZ (1873)

Satz 8.8. Sei f: Dy — R, (x,y) = f(x,y) eine Funktion in zwei Verdnderlichen.

Falls alle zweiten partiellen Ableitungen stetige Funktionen sind, so stimmen die ,, ge-
mischten“ Ableitungen iiberein, also

foy) = fr(xy)

Wissenschaftler 10:
Hermann Amandus SCHWARZ, deutscher Mathematiker
(25.01.1843 Hermsdorf, Schlesien - 30.11.1921 Berlin)

8.8.1 Feststellung

. Im Rahmen unserer Vorlesung (einschlieSlich Klausuren und ggf. miindlicher Prii-
fung) gilt stets, dass

"

fo@y) = f(xy)

8.8.2 Vorbemerkung

. Wir wollen nun insbesondere das hinreichende Kriterium fiir Extremstellen erarbei-
ten.

Dazu stellen wir nun wichtige Begriffe tabellarisch gegeniiber.
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8.9 Eindimensional vs. Mehrdimensional

f(x) Begriff fey)
7@ I. (part.) Ableitung 1 (6.3
5y ()
. =0
) =0 kritische Stelle @ febxo.30)
(b) Sy (x0,50) =0
, Fo(xy),  folx,y)
f x) 2. (part.) Ableitung .
Fxey), £y (6 y)
@  fixo,50) =0
[ (%) =0 . () fi(x0.5) =0
. Minimum . ” "
f(x0)>0 €)  fu(x0,¥0) * f5(x0,¥0) > (fy (X0, ¥0))*
@) fr(x0.50) >0
@  fi(x0.50) =0
f () =0 . (®) £y (x0,30) =0
L Maximum . . .,
f (x0) <0 ) fu(x0,¥0) - fy,(x0, y0) > (f)ry(xO’yO))z
(d2)  frxo0.y0) <0
f,,,(XO) =0 Wendestelle entfillt
f (xo)#0
f(x0)=0 (a) fi(x0,y0) =0
f (x)=0 Sattelstelle () fi(x0.5) =0
I (x0) #0 (€2)  fr(X0.30)  fro(X0,Y0) < (fry(X0. 0))?
f(x0)=0 @ @  filx,y0) =0
” ur uns ’ _
f, ”(XO) =0 unentscheidbar ®) )?/,(xo,yo) - ? ;
S (x)=0 (€3) S0, ¥0) - f5(x0,¥0) = (f (X0, ¥0))*

Tabelle 18: Gegeniiberstellung Eindimensional vs. Mehrdimensional
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8.9.1 Vorbemerkung zu Extrema und Sattelstelle

. Wir wollen nun die hinreichenden Kriterien fiir Extrema und Sattelstellen notieren.

8.10 mehrdimensionale Extremstelle

Satz 8.10. Sei f: Dy — R, (x,y) = f(x,y) eine Funktion in zwei Verdnderlichen und
sei (xg,y0) € Dy.

Gilt fiir die Stelle (xg, yo)

(i) fe(x0,50) =0 (i) fi(x0,50) =0
£ (x0,50) =0 f, (x0.30) =0
For50:50)  For (30, 30) > (fry (x0,30))? For30.50) * fon (30, 30) > (fry (X0, 30))
fix0,30) > 0 filx0,30) <0
so besitzt die Funktion f(x,y) in so besitzt die Funktion f(x,y) in (xo,yo) ein lokales
(x0,Y0) ein lokales Minimum. Maximum.

8.11 mehrdimensionale Extremstelle

Satz 8.11. Sei f: Dy — R, (x,y) = f(x,y) eine Funktion in zwei Verdnderlichen und
sei (xo,yo) € Dy.

Gilt fiir die Stelle (xo, o)

fe(x0,y0) =0
fy(x0,%0) =0

’"

Fex(x0,30) - f(%0, ¥0) < (fry (X0, ¥0))?

so besitzt die Funktion f(x,y) in (xo,yo) eine Sattelstelle.
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8.12 unentscheidbare Stelle

Satz 8.12. Sei f: Dy — R, (x,y) = f(x,y) eine Funktion in zwei Verdnderlichen und
sei (xg,y0) € Dy.

Gilt fiir die Stelle (xg, yo)

fi(x0,0) =0
£y (x0.50) =0

L0, 30) - f3(x0, ¥0) = (f (X0, ¥0))

so ist dieser Fall fiir uns unentscheidbar.
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